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本週學習目標

1. 理解可計算枚舉 (C.E.) 語言: 放棄「必停機」、只保留健全與完備。

2. 證明 HaltTM 與非空問題 ETM 是 C.E., 並掌握交錯模擬 (dovetailing) 技巧。

3. 理解 co-C.E. 與核心定理:L 與 L 皆 C.E. ⇒ L 可判定。

4. 由此推出 HaltTM、ETM 不是 C.E.——存在「連半個演算法都沒有」的問題。

5. 掌握映射歸約 A ≤m B 的正式定義、基本定理與使用方法。

6. 完整走過兩個歸約:HaltTM ≤m ATM 與 ATM ≤m ETM。
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1 可計算枚舉性 (Computable Enumerability)

1.1 定義: 放棄「必停機」

上週看到: 可判定 = 健全 + 完備 + 必停機, 而 HaltTM 不可判定。如果放棄第三個條件呢?

定義 1.1 (可計算枚舉 C.E.). 語言 L 是可計算枚舉的 (computably enumerable, C.E.; 也稱
遞迴可枚舉 recursively enumerable、圖靈可辨識、半可判定), 若存在圖靈機 M 滿足:

• 健全 (Sound): 若 M(w) = 1, 則 w ∈ L;

• 完備 (Complete): 若 w ∈ L, 則 M(w) = 1。

(不要求必停機: 當 w /∈ L 時,M 可以拒絕、也可以永遠跑下去。)

健全 完備

必停機

C.E.
(健全 + 完備)

可判定
(三者皆備)

備註 1.2 (為什麼叫「枚舉」?). 等價的觀點:L 是 C.E. ⇐⇒ 存在一台機器能把 L 的成員一個個

列印出來 (L 的「產生器」)。給定辨識機 M , 用下一節的交錯模擬跑遍所有字, 誰被接受就印誰;
反之, 給定產生器, 辨識 w 時只要盯著清單、看到 w 就接受。「可以列出清單」與「成員可被確

認」是同一件事。

1.2 停機問題是 C.E.

定理 1.3. 停機問題 HaltTM 是可計算枚舉的。

Proof. 步驟 1(建構). 用通用圖靈機 Mu 造出健全且完備的機器 halt−:

⟨code(M), w⟩ 用 Mu 模擬
M(w)

Mu

接受? 接受

接受

是

否 (拒絕)

亦即: 模擬 M(w); 只要模擬停了 (不論 M 接受或拒絕),halt− 都接受。若 M(w) 不停機,halt− 也
跟著永遠跑下去——沒關係,C.E. 允許!
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步驟 2–4(驗證).

halt−(⟨code(M), w⟩) = 1 ⇐⇒ Mu(⟨code(M), w⟩) ∈ {1, 0} ⇐⇒ M(w) ∈ {1, 0}

⇐⇒ ⟨code(M), w⟩ ∈ HaltTM.

「⇐」是完備、「⇒」是健全。

備註 1.4. 直觀: 停機問題有單向驗證的結構——「會停」這件事, 等它停下來就驗證完畢 (有限時
間內看得到證據);「不會停」卻永遠等不到證據。C.E. 正是「Yes 端有有限證據」的類。

1.3 非空問題是 C.E.: 交錯模擬 (Dovetailing)

定義 1.5 (非空問題). ETM = {code(M) : Language(M) ̸= ∅}——M 是否至少接受一個字串?

定理 1.6. 非空問題 ETM 是可計算枚舉的。

Proof. 步驟 1. 把所有輸入字枚舉為 w0, w1, w2, . . .。

步驟 2(第一次嘗試——失敗). 直覺的演算法:

Algorithm 1 empty−(code(M))——天真版
1: for i = 0, 1, 2, 3, . . . do
2: 在 ⟨code(M), wi⟩ 上執行 Mu

3: if Mu 接受 then return True

健全 3: 回傳 True 時確實找到了被接受的字。完備 7: 若 M 在 w0 上不停機, 演算法卡在 i = 0,
即使 M 其實接受 w5 也永遠問不到——漏報!
步驟 2(第二次嘗試——交錯模擬). 給每一輪限定步數, 逐步放寬:

Algorithm 2 empty−(code(M))——交錯模擬版
1: for k = 0, 1, 2, 3, . . . do
2: for i = 0, 1, 2, . . . , k do
3: 在 ⟨code(M), wi⟩ 上執行 Mu 至多 k 步

4: if Mu 接受 then return True

健全 3 且完備 3: 若 M 接受某個 wi, 設它花 s 步; 當 k ≥ max(i, s) 時, 該回合必然模擬到 wi 且

步數足夠, 演算法回傳 True。任何單一的無窮模擬都不再堵路——因為每輪都限時。
步驟 3–5(驗證).

empty−(code(M)) = 1 ⇐⇒ ∃wi : M(wi) = 1 ⇐⇒ Language(M) ̸= ∅ ⇐⇒ code(M) ∈ ETM.

w0k = 0:

w0 w1k = 1:

w0 w1 w2k = 2:

w0 w1 w2 w3k = 3:

w0 w1 w2 w3 w4k = 4:

w0 w1 w2 w3 w4 w5k = 5:

第 k 輪: 對 w0, . . . , wk

各模擬至多 k 步。
顏色越深 = 步數上限越大;
每個 (字, 步數) 組合終將被試到。

3



備註 1.7 (Dovetailing). 這個「所有計算各跑一點、輪流推進」的技巧稱為交錯模擬 (dovetailing,
原意為木工的鳩尾榫)。它是 C.E. 理論的萬用工具: 要「平行」執行無窮多個可能不停機的模擬,
就把 (對象, 步數) 配對排成表格逐格推進——任何終將發生的接受, 都會在有限時間內被看到。

2 co-C.E. 與「連半個演算法都沒有」的問題

2.1 co-C.E. 與核心定理

定義 2.1 (co-C.E.). 語言 L 是 co-C.E. 的, 若其補集 L 是 C.E.(即:「No 端」有有限證據)。

定理 2.2. 若 L 與 L 都是 C.E., 則 L 可判定。

Proof. 步驟 1–2. 設 ML 對 L 健全完備、ML 對 L 健全完備。

步驟 3(平行執行). 建構 M ′: 輪流各推進一步地平行執行 ML(w) 與 ML(w):

w
平行
模擬

ML

接受?

ML

接受?

接受

拒絕

是

是

任何 w 必屬 L 或 L 之一; 由完備性, 對應的那台機器終將接受。故 M ′ 必停機, 且由健全性
答案正確——M ′ 是 L 的判定器。

2.2 兩個「不是 C.E.」的問題

定理 2.3. 非停機問題 HaltTM = {⟨code(M), w⟩ : M(w) = ↑} 不是 C.E.。

Proof. 若 HaltTM 是 C.E., 又已知 HaltTM 是 C.E.(定理 1.3), 則由定理 2.2,HaltTM 可判定

——與上週的不可判定性矛盾。

定理 2.4. 空語言問題 ETM = {code(M) : Language(M) = ∅} 不是 C.E.。

Proof. ETM 的補集 ETM 是 C.E.(定理 1.6)。若 ETM 也是 C.E., 則 ETM 可判定 (定理 2.2), 與
上週 (ATM ≤m ETM) 的不可判定性矛盾。

備註 2.5 (三個層次的「難」). • 可判定: 有完美演算法 (如: 質數測試)。

• C.E. 但不可判定: 有「半個演算法」——Yes 能確認、No 會空等 (如 HaltTM、ATM、

ETM)。

• 連 C.E.都不是:連半個演算法都沒有,Yes端連有限證據都不存在 (如HaltTM、ETM;EQTM

更是兩邊都不是)。
「不會停機」沒有有限證據: 看一百萬步沒停, 不代表下一步不停——這正是 HaltTM 無法半

判定的直觀原因。
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2.3 完整的語言階層

所有語言

C.E. co-C.E.

可判定

正規語言HaltTM, ATM
ETM

HaltTM
ETM

EQTM(兩邊皆非)

可判定 = C.E. ∩ co-C.E.(定理 2.2); 左右兩瓣不對稱地各自延伸, 而絕大多數語言落在三者之外。

3 映射歸約 (Mapping Reductions)

上週的歸約是「敘述式」的; 本週把它正式化, 成為可以精確操作的數學物件。

定義 3.1 (映射歸約). 從問題 A 到問題 B 的映射歸約是一個可計算函數 f : Σ∗ → Σ∗, 使得對所
有 w:

w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B.

記作 A ≤m B(A 可映射歸約到 B; 讀作「A 不比 B 難」)。

備註 3.2. 兩個要件缺一不可:(1) f 可計算 (有必停機的圖靈機算出 f(w));(2) 雙向等價——
w ∈ A ⇒ f(w) ∈ B 且 w /∈ A ⇒ f(w) /∈ B。f 不必是單射或滿射。

定理 3.3. 若 A ≤m B 且 B 可判定, 則 A 可判定。

Proof. 步驟 1–3. 設 f 是歸約、MB 是 B 的判定器 (u ∈ B ⇐⇒ MB(u) = 1, 必停機)。
步驟 4(組合). 定義 MA(w) = MB(f(w)):

w 計算 f(w) 執行 MB(f(w))

接受

拒絕

MB
接
受

M
B 拒
絕

MA

f 可計算且 MB 必停機, 故 MA 必停機; 且

w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B ⇐⇒ MB(f(w)) = 1 ⇐⇒ MA(w) = 1.

推論 3.4 (實戰形式). 若 A ≤m B 且 A 不可判定, 則 B 不可判定。
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映射歸約的基本性質

1. 遞移性:A ≤m B 且 B ≤m C⇒A ≤m C(合成 g ◦ f 仍可計算)。

2. 保持 C.E.:A ≤m B 且 B 是 C.E. ⇒A 是 C.E.; 逆否:A 非 C.E. ⇒B 非 C.E.。

3. 補集:A ≤m B ⇐⇒ A ≤m B(同一個 f)。只能兩邊同時取補, 不能單邊!

4. 方向莫反: 要證 B 難, 需要「難題 ≤m B」, 不是「B ≤m 難題」。

4 應用一:HaltTM ≤m ATM

定理 4.1. 接受問題 ATM = {⟨code(M), w⟩ : M(w) = 1} 不可判定。

Proof. 步驟 1(目標). HaltTM 不可判定, 故只需給出 HaltTM ≤m ATM, 即找可計算的 f 使

⟨code(M), w⟩ ∈ HaltTM ⇐⇒ f(⟨code(M), w⟩) ∈ ATM.

步驟 2(改造機器). 對任意 M , 建構 M ′:「把拒絕改成接受」——

w 模擬 M(w)
M

接受? 接受

接受

是

否 (拒絕)

M ′

M ′(w) = 1 ⇐⇒ M(w) = 1 或 M(w) = 0 ⇐⇒ M 在 w 上停機.

(若 M(w) 不停機, 模擬也不停,M ′(w) = ↑。)
步驟 3(歸約函數). 令

f(u) =

⟨code(M ′), w⟩ 若u = ⟨code(M), w⟩ 格式正確

ε 否則 (垃圾輸入送到ATM外的定點)

f 只是對機器編碼做語法改寫 (把指向 qreject 的轉移改指 qaccept), 顯然可計算。且

⟨code(M), w⟩ ∈ HaltTM ⇐⇒ M ′(w) = 1 ⇐⇒ ⟨code(M ′), w⟩ ∈ ATM.

由推論 3.4,ATM 不可判定。

5 應用二:ATM ≤m ETM

定理 5.1. 非空問題 ETM 不可判定 (從而 ETM 也不可判定)。

Proof. 步驟 1(目標). 給出 ATM ≤m ETM: 找可計算的 f 使

⟨code(M), w⟩ ∈ ATM ⇐⇒ f(⟨code(M), w⟩) ∈ ETM.

步驟 2(改造機器). 對給定的 M 與 w, 建構 Mw(把 w 寫死在機器裡):
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u
刪除輸入 u,
換成內建的 w

模擬 M(w)
M

接受? 接受

拒絕

是

否

Mw(內建 w)

Mw 無視自己的輸入 u, 永遠模擬同一件事 M(w)。故其語言只有兩種可能:

Mw(u) = 1 ⇐⇒ M(w) = 1 (對所有u) =⇒ Language(Mw) =

Σ∗ 若M(w) = 1

∅ 否則

於是 Language(Mw) ̸= ∅ ⇐⇒ M(w) = 1。

步驟 3(歸約函數). 令

f(u) =

code(Mw) 若u = ⟨code(M), w⟩

ε 否則

f 可計算 (把 w 寫進 M 的編碼前面加一段「清空帶子、抄入 w」的固定程式)。且

⟨code(M), w⟩ ∈ ATM ⇐⇒ Language(Mw) ̸= ∅ ⇐⇒ code(Mw) ∈ ETM.

由推論 3.4,ETM 不可判定; 可判定語言對補集封閉, 故 ETM 亦不可判定。

備註 5.2 (「寫死輸入」是歸約的萬用招). Mw 的技巧——把資料燒進程式——是無數歸約的核

心: 它把「一對 ⟨機器,輸入⟩ 的問題」轉成「單一機器的性質問題」, 是連接 ATM 與各種語意性

質 (空性、正規性、等價性……, 參見 Rice 定理) 的橋樑。

6 補充: 映射歸約 vs. 圖靈歸約、RE-完全性

• 圖靈歸約 A ≤T B: 解 A 時可把 B 的判定器當神諭 (oracle) 反覆呼叫、還能翻轉答
案。映射歸約是其特例: 恰好呼叫一次、答案原封不動。因此 ≤m 更精細: 圖靈歸約下
HaltTM ≤T HaltTM(問完取反即可), 但映射歸約下 HaltTM ̸≤m HaltTM(否則 HaltTM

會是 C.E.)——這正是為什麼「證明非 C.E.」必須用映射歸約。

• RE-完全性:ATM 與 HaltTM 是 C.E. 類的「最難者」——所有 C.E. 語言都可映射歸約到它
們 (用通用機模擬即得), 地位如同 NP 中的 SAT。

• 算術階層一瞥:C.E. = Σ1(「∃ 步數 t: 可判定條件」)、co-C.E. = Π1(「∀t:……」)、可判定
= ∆1 = Σ1 ∩ Π1。往上還有 Σ2,Π2, . . . (如 EQTM ∈ Π2)——不可判定的世界內部還有無窮
多層。
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7 本週重點整理

主題 重點

C.E. 健全 + 完備、不要求停機;「Yes 端有有限證據」; 等價於可
枚舉成員清單

HaltTM 是 C.E. halt−: 模擬 M(w), 一停 (接受或拒絕) 就接受

交錯模擬 天真逐字模擬會卡在不停機的字; 改為「第 k 輪: 前 k 個字

各跑 k 步」——ETM 是 C.E.

核心定理 L 與 L 皆 C.E. ⇒ L 可判定 (平行執行, 先接受者定案)

非 C.E. 問題 HaltTM、ETM 不是 C.E.(EQTM 連 co-C.E. 都不是)

映射歸約 A ≤m B: 可計算 f ,w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B;B 可判定 ⇒ A

可判定; 遞移; 補集須兩邊同取

HaltTM ≤m ATM M ′ =「把 M 的拒絕改成接受」;M ′ 接受 w ⇐⇒ M 停機

ATM ≤m ETM Mw =「無視輸入, 寫死 w, 模擬 M(w)」

;Language(Mw) ∈ {Σ∗, ∅}

階層 正規 ⊂ 可判定 =C.E.∩co-C.E.; 兩瓣之外還有 Σ2,Π2, . . .

8 練習題 (附解答)

練習 1. 判斷下列語言是否 C.E.、co-C.E.、可判定 (可複選): (a) ATM;(b) HaltTM;(c) {code(M) :

M 在空輸入上於106 步內停機}。

解答

(a) C.E.(通用機模擬, 接受就接受) 但不可判定, 故不是 co-C.E.。(b) co-C.E.(補集 HaltTM

是 C.E.) 但不可判定, 故不是 C.E.。(c) 可判定 (模擬 106 步即可), 因此同時是 C.E. 與
co-C.E.。

練習 2. 在 ETM 的 C.E. 證明中, 為什麼天真版演算法「對每個 i 依序模擬 M(wi) 直到接受」不

完備? 交錯模擬如何修復?

解答

天真版在 i = 0 的模擬若不停機, 便永遠輪不到後面的字; 若 M 其實接受 w5, 演算法卻永遠
不回傳 True——完備性失敗。交錯模擬把每輪的模擬限定 k 步, 第 k 輪覆蓋 w0, . . . , wk; 若
M 以 s 步接受 wi, 則第 max(i, s) 輪必發現。任何單一模擬都無法再壟斷時間。

練習 3. 證明: 若 A ≤m B 且 B ≤m C, 則 A ≤m C。

解答

設 f 實現 A ≤m B、g 實現 B ≤m C。令 h = g ◦ f。兩台計算 f, g 的必停機機器串接, 仍必
停機, 故 h 可計算; 且 w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B ⇐⇒ g(f(w)) ∈ C ⇐⇒ h(w) ∈ C。故 h 實現

A ≤m C。
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練習 4. 為什麼「A ≤m B ⇒ A ≤m B」成立, 但不能由 A ≤m B 推出 A ≤m B? 用 HaltTM 舉

例。

解答

同一個 f 滿足 w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B, 取逆否即 w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B——兩邊同取補,
免費成立。但單邊取補需要「翻轉答案」, 映射歸約不允許。反例:HaltTM ≤m HaltTM(恆
等函數) 成立; 若 HaltTM ≤m HaltTM 也成立, 則由「HaltTM 是 co-C.E.、映射歸約保持
C.E.」……實際上會推出 HaltTM 是 co-C.E., 結合其 C.E. 性得 HaltTM 可判定——矛盾。

練習 5 (思考題). 用「寫死輸入」技巧與 Rice 定理的精神, 證明 AllTM = {code(M) :

Language(M) = Σ∗} 不可判定。

解答

沿用第 5 節的 Mw:Language(Mw) = Σ∗ 若 M(w) = 1, 否則 = ∅。故 f(⟨code(M), w⟩) =

code(Mw) 實現 ATM ≤m AllTM(M(w) = 1 ⇐⇒ Language(Mw) = Σ∗)。ATM 不可判定, 故
AllTM 不可判定。(它其實連 C.E. 都不是——事實上 AllTM ∈ Π2。)
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